Probléeme

Soit f une fonction une fonction convexe sur R.
Démontrer que si f admet un minimum local alors ce dernier est nécessairement global.

Notion de minimum local

Soient f: R — R une fonction et zo € D¢. On dit que f admet un minimum local en x, s’il existe un intervalle ouvert
J contenant zq tel que
Vz € JN Dy, f(z) > f(xo)

Dans ce cas, on dit que m = f(x0) est un minimun local de f.
Exemple
On considere la fonction f définie sur R par f(z) = 2? — 2z + 3.

flx)=22-22+3
= (x—1)2+2

Vo € R, f(z) = f(1). Donc f admet un minimum local en zy = 1.

Soient f : IR — R une fonction et xy € Dy. On dit que f admet un minimum global en xq si

Vz € Dy, f(z) = f(zo)

Exemple
Dans Pexemple précédent, f est définie sur R et Vo € R, f(z) > f(1). Donc f admet un minimum global en zy = 1.

Remarque
1. Un minimum global est un minimum local.
2. Le minimum global, lorsqu’il existe, est unique.

3. Un minimum (local ou global ) peut étre atteint en plusieurs points.

Soient I C R un intervalle, f : I — R une fonction dérivable sur I et zy un point de I.

Si f admet un minimum local en xg, alors f'(z¢) = 0.

Remarque

La réciproque de ce théoréme est fausse en général. La fonction x — 23 est dérivable et sa dérivée s’annule en zo = 0,
mais cette fonction n’admet pas de minimum local en 0.

Soient I C R un intervalle, f : I — R une fonction deux fois dérivable sur I et x¢ un point de I.

f admet un minimum local en zq si et seulement si ( f/(zg) = 0 et f” est positive au voisinage de ).

Note

Dire que f” est positive au voisinage de x( signifie qu’il existe un intervalle ouvert Iy contenant xg tel que Vz €
LN f'(z)>0).

Exemple

On considere la fonction f définie sur R par f(r) = 2* + 622 + 5.

f est deux fois dérivable sur R et Vo € I, f'(z) = 4x(2? 4+ 3) et f(z) = 12(z% + 1).

F(0) =0et f’(0) > 0. De ce fait, on déduit du théoreme 2 que f admet un minimum local en 0.

Notion de convexité de fonctions

Soit f: R — R une fonction. On dit que f est convexe sur R si

Vz,y € R,VA € (0,1, f(Az + (1 = N)y) < Af(z) + (1 =N f(y)

Exemple
On considere la fonction f définie sur R par f(z) = 22 + 1.
Solent z,y € R et A € [0,1].



fOz+ 1 =Ny) =22z —y)2 + > +1+ 20z —y)y
et
Af(@)+ (1= Nfy) =A® —y*) + > +1
Ainsi
Af(@)+ (1 =N fy) = fOz+ (1= Ny) = A1 = A)(z - y)?
Comme A > 0et 1 — X >0 alors A(1—\)(z —y)? > 0.
Dot f(hr + (1~ ) < M) + (1= 150
Enfin,
Ve, y € R,VA € [0,1], fhz+ (1 — Ny) < Af(x) + (1= N)f(y)

Conclusion : f est convexe sur R.

Théoreme

Soit f : R — R une fonction deux fois dérivable sur R.
f est convexe sur R si et seulement si f” est positive sur R.

Exemple
On consideére la fonction f de 'exemple précédent. f est deux fois dérivable sur R et Va € R, " (z) = 2.
Comme f” est positive sur R, alors f est convexe sur R.

Retour au probléeme

Soit f une fonction une fonction convexe sur R.
Démontrons que si f admet un minimum local alors ce dernier est nécessairement global.

Supposons que f admet un minimum local en un point zg. Comme f admet un minimum local en zg, alors il
existe un intervalle ouvert J contenant xg tel que Va € J, f(z) = f(zo). Soit € R tel que x # xg.

On pose E; = {Azg+ (1 — Nz, A €]0,1[}. E, est intervalle ouvert dont les bornes sont zg et . E, NJ # @ car x¢ est
un point adhérent a E, et J est un voisinage de .

Soit a € E, N J.

Comme a € J, alors f(a) = f(xo).

Comme a € E,, alors 3X €]0; 1] tel que a = Agzo + (1 — Ag)z.

Par convexité de f, on a:

f(a) = f(Mozo + (1 — Xo)z)

/
Aof(zo) + (1 = Xo)f(=)
Aof(a) + (1 —=Xxo)f(x) (car f(zo) < f(a) et Ao>0)

<
<

f(a)

Et
f(zo) < f(a) et f(a) < Xof(a) + (1= Xo)f(z) = flxo) < fla) et (1—X0)f(a) < (1—Xo)f(x)
= f(w0) < f(a) et f(a) < f(z) (car 1 —=Xg>0)
= f(wo) < f()
Finalement,

Donc le minimum le local attent en xq est global.

Théoréme
Ce théoreme fournit une condition suffisante pour I'existence d’un minimum global.

Théoreme

Soit f une fonction définie sur R, admettant un minimum local en un point .
si f est convexe sur R alors le minimum local atteint en x( est global.
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